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Resumen—El presente trabajo propone una soluciéon
simple para la estabilizacion de la posicion de mini y micro
vehiculos aéreos bajo la configuracion VTOL. Esta solucion
explota la caracteristica que tienen los sistemas VTOL al
modelarse como un sistema en cascada; la dinamica de
traslacion depende de la dinamica de rotacién, pero lo
inverso no sucede. Entonces, un procedimiento constructivo
multi-etapas es llevado acabo dando como resultado un
conjunto de leyes de control no lineales acopladas. Una
primer ley de control se encarga de mantener al vehiculo
en una posicion y velocidad angular determinada y utiliza
al cuaternion como parametrizacion de la orientacion. Una
vez cumplido esto y mediante el diseiio de un control de
empuje (sustentacion) adecuado, la dindmica de traslacion
se convierte en tres, independientes, cadenas de integradores
de orden dos, correspondientes a las coordenadas x,y, z. La
estabilizacion al origen de las tres cadenas de integradores
se realiza mediante un control no lineal, que consiste en la
suma de funciones de saturacion. El algoritmo de control
resultante es suficientemente simple para ser implementado
en sistemas embebidos con capacidades de calculo reducidas.
Simulaciones del sistema en lazo cerrado muestran la
efectividad del algoritmo propuesto.

Palabras clave: Control no lineal, funciones de saturacion,
inner-outer loop, mini UAV’s VTOL, control de mini
helicopteros.

I. INTRODUCCION

El desarrollo de vehiculos aéreos se ha convertido en
los dltimos tiempos en una necesidad estratégica de var-
ios paises del mundo, en particular las naves aéreas no
tripuladas (UAV’s por las siglas en inglés de Unmanned
Aerial Vehicle) debido a su relativo bajo costo, al interés que
generan sus aplicaciones militares y al progreso tecnolégico
en el drea de los microprocesadores, sensores, actuadores y
dispositivos de almacenamiento de energia. Ademads de esto
también han despertado gran interés por su investigacion
en universidades y centros de investigacion por las posi-
bilidades de sus aplicaciones civiles, estas abarcan un gran
espectro y encontramos la supervisién de territorios, lineas
de alta tension, trafico vehicular, infraestructuras civiles
de dificil acceso, acciones de desastre y proteccién civil,
prevencién y combate de delitos, etc.

Gran parte de la investigacién que se realiza en robdtica
aérea esta centrada en vehiculos de ala rotatoria; hel-
icopteros y arquitecturas con capacidad de despegue y
aterrizaje vertical VTOL (del inglés Vertical Take-Off and
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Landing). Esto es debido a la capacidad de estos vehicu-
los para realizar vuelos estacionarios, asi como la gran
movilidad, caracteristicas importantes y necesarias en una
gran cantidad de aplicaciones. En este tipo de sistemas los
torques de control I'y 5 3, aplicados alrededor de los ejes
principales del marco de referencia fijo al cuerpo (ver Figura
1), permiten la estabilizacion de la orientacién del vehiculo.
Adicionalmente se tiene una fuerza u en la direccion del eje
z del marco de referencia fijo al cuerpo y es la fuerza de
sustentacion necesaria para realizar despegues y aterrizajes
de forma vertical, asi como los vuelos estacionarios. En
estos sistemas el desplazamiento horizontal se realiza ma-
nipulando los torques de control I' 5 3 de tal manera que se
logre inclinar el vehiculo un cierto dngulo en la direccién
de desplazamiento deseada, lo cual no siempre es una
tarea facil (Salazar et al., 2009), aqui la importancia de un
control de orientacién efectivo. El modelo mas emblematico
en las arquitecturas VTOL es el helicptero con cuatro
rotores, que ha dado origen a trabajos muy importantes, por
ejemplo (Castillo et al., 2004), (Hably y Marchand, 2007),
(Guerrero et al., 2008), (Pounds y Mahony, 2009), (Dierks
y Jagannathan, 2010), (Guerrero et al., 2011), (Zamudio et
al., 2011), (Fernando et al., 2011).

La estrategia de control presentada en este trabajo, per-
mite la estabilizacién completa del vehiculo aéreo VTOL
(orientacidn y traslacién). Esta aeronave se puede expresar
como un sistema en cascada, entonces el disefio de la ley
de control se realizo utilizando un enfoque jerarquico lazo
interno- lazo externo (inner-outer loop). Con este esquema,
el lazo interno permite controlar la orientaciébn mientras
que el externo controla la posicién. Estos dos lazos de
control se relacionan por sefiales de control intermedias.
El control de orientacion se realiza mediante una propuesta
que combina el resultado de la ley de control propuesta
en (Guerrero et al., 2008) y una parte de la propuesta en
(Cordova et al., 2008). Para el control de posicion se realiza
una adecuada transformacion de coordenadas. Entonces,
inspirados en los trabajos de (Teel, 1992), (Sussmann et
al., 1994) y (Marchand y Hably, 2005) se proponen tres
leyes de control basadas en la suma de saturaciones con
garantia de polos reales diferentes de uno. La estrategia de
control propuesta es extremadamente simple, de forma que
ella puede ser facilmente implementada en algiin pequefio
microprocesador como los que generalmente son utilizados
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en este tipo de mini vehiculos.

El contenido de este trabajo es organizado de la siguiente
manera. La seccion II estd dedicada al planteamiento de
algunos resultados necesarios para el desarrollo de este tra-
bajo a manera de antecedentes matematicos. En la seccién
IIT se presenta el modelo matemaético de los sistemas VTOL
considerados para este andlisis. En la seccién IV se define
el problema a tratar. La seccién V esta dedicada a la pre-
sentacion del control de orientacidn y se muestra el disefio
de la ley de control de traslacién propuesta. En la seccién
VI se muestran los resultados obtenidos. Finalmente, en la
seccion VII se enuncian algunas conclusiones.

II. ANTECEDENTES MATEMATICOS
II-A.  Estabilizacion de una cadena de integradores
Una cadena de integradores estd definida por:

T = Ax + Bu (1)
donde A estal que a;; =1sij =14+ 1y a;; =0 en otro
caso, Bestalque b =0parai=1,..n—1yb,=1,n
es la dimensién del sistema.

Teorema 1: Considere la cadena de integradores descrita

en (1). Sean a; los polos del sistema tales que 0 < a; < a,

y definiendo
a1 .
= -——————_ con =1,2,.. 2
aj (n+1)]717 J y &y eey 10 ( )
donde 1 > 1. Entonces, para cualquier condicién inicial, el

control @ definido por
n

U=—0Y an ipisat(yi), 3)
i=1
estabiliza global y asintéticamente a (1).
Donde o esta definida por
u
0= = “)
D i1 @i
donde u es un nimero real que determinard la maxima
amplitud del control. Una funcién de saturacién se define
como

saty,, (+) := min(M;, max(—M;, -)). ®)

Y finalmente, los estados y; se calculan mediante la trans-

formacion lineal

Y= lTa: (6)
o

sobre x, donde T = (T} T» ... T,,) (T; son vectores
columna con n elementos), y se encuentra mediante el
conjunto de relaciones siguiente
[T+ @) =po+PrA+ 4+ ppa A"+ A"
i=1
T, = Bclv
Tn—l = (Acl +ﬁn—1I)Bcla (7)
Tn72 = (Azl +]5n71Acl +ﬁn72I)Bcly

Ty = (A" 4 P 1 A% 2+ o+ 51])Ba,
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donde A.; y B son las matrices del sistema y de control
en lazo cerrado.

Prueba. La matriz T establecida por (7) transforma el
sistema (1) en

. U
Y1 = an-1Y2 + Ap—2Y3 + ... + Q1Yn + g

]

Y2 = Gn_2y3 + ... + a1yn + p
)]

. U

Yn—1 = @1Yn + —,

o
. U
Yn = —,
o

Suponiendo que |y,| > 1 se probard que el estado
yn entra en el intervalo [—1,1] en un tiempo finito ¢1.
Considere la funcién candidata de Lyapunov V,, = %y?l

. ) i
Vi = YnYn = Yn—
o

= —ypaisaty (Yn) — Ynlazsaty (Yn—1) + ... + apsaty (y1)].

)

El decremento de la funcién de Lyapunov V;, se mantiene

si ap > Y., an, esto se asegura por (2), entonces Yy

necesariamente entra en [—1,1] en un tiempo finito ¢; y

permanecera dentro para todo tiempo futuro t. El estado y,,
no estd saturado y se convierte en

Y1 = ap—1Y2 + @pn—2Yy3 + ... + Q2Yn—1 + a1y

+ [—aryw — agsaty (Yn—1) — ... — apsaty (y1)],
Y2 = Gp—2Y3 + ... T a2Yn—1 + Ga¥m
+ [—aaym — agsat (Yn—1) — ... — agpsaty(y1)],
Un—1 = aa¥m + [—aaym — agsaty (Yn—1) — ... — apsaty (y1)],
Un = —Q1Yn — a28aty (Yn—1) — ... — apsaty (y1),
(10)

Usando el razonamiento anterior y considerando la fun-
cién de Lyapunov V,,_1 = %y,%_l, el estado y,,—1 también
entrard en el intervalo [—1, 1] en un tiempo finito t5 > ¢1.
Continuando este razonamiento,, después de algin tiempo,
todos los estados y; entrardn en el intervalo [—1,1] y el
sistema (8) tendra la siguiente forma

%
Y,
Yos
—a, 0 0 0 )
_an —a’n -1 0 0 y2
_an _a"71 _a2 0 ynfl
-, —0,, —a, —a, Yn



con eigenvalores {—a,,—ap_1,...,—a1} estrictamente
negativos. En consecuencia el sistema es asint6ticamente
estable, lo que termina la prueba. |

II-B. Representacion de orientacion de un cuerpo rigido

El cuaternién q se define como (Shuster, 1993)

g
o= (5 )= (9 )en
681115 q

con H = {q | Q(2)+(TT(T: 1aq - [QO Q]T»QO € §R7 (fE §R3}7
donde ¢ = [¢1 ¢2 @3]7 y qo son las partes vectorial
y escalar del cuaterniéon. En aplicaciones de control de
orientacion, el cuaternidén unitario representa la rotacién
desde un sistema de coordenadas inercial N (&, Yn, 2n),
localizado en algin punto del espacio, al sistema de coor-
denadas B(xy, ys, 2p) localizadas en el centro de masa del
cuerpo rigido.

Denotando con & = [w; ws ws]T el vector de velocidad
angular del marco de referencia en el cuerpo B relativo al
marco inercial IV, la ecuacién cinematica estd dada por

12)

i=22(q)3 (13)
2
donde o
=(g) — —-q
=(a) ( I3qo + (7] > ’ (14)

La matriz de rotacién R(q) € SO(3) correspondiente al
cuaternion g se calcula por

R(q) = (q¢ — " DI + 247" — q0[qT]), (15)

donde I3 es la matriz identidad y [¢*] es el tensor anti-
simétrico asociado con el vector axial ¢ dado por

X

Q 0 —g @
= @ = &« 0 -aq (16)
q3 - q 0

El error de orientacién es usada para medir la diferencia
entre dos orientaciones. Si ¢ define el cuaternién de ori-
entacion actual y g4 es el cuaternion de referencia, es decir
la orientacién deseada, entonces el cuaternién de error que
representa el error de orientacion entre la orientacién actual
y la deseada estd dada por

a7
1

Ge=q®q;"

donde ® denota la multiplicacién entre cuaterniones y ¢~
es la rotaciéon complementaria del cuaternién g el cual es el
cuaternién conjugado.

Una de las representaciones de la orientacién mas utilizadas
en aerondutica son los dngulos de Cardan (alabeo, cabeceo
y guifiada):= (¢, 6, ). La matriz de rotacién en funcién de
estos dngulos estd dada por

R(¢,0,) =
Cy CO St Co —S6
C1p SO S — SY COH  SpSOSY +Cyh Cp COSH |,
C1h Ch SO+ S S¢p SO St Cop — Cyp S¢ - COH Cob

Yn
N

'ZTL

Figura 1. Configuracion esquemdtica de un vehiculo VTOL.

con S(-) = sen(-) y C(-) = cos(+), que es equivalente a (15).

MODELO MATEMATICO DE LOS VEHICULOS
AEREOS VTOL

I11.

Una representacion esquemadtica de los vehiculos tipo
VTOL se muestra en la Figura 1, aqui se pueden apreciar
el marco de referencia inercial N(x,,,yn,2n), €l marco
de referencia fijo al cuerpo B(xy,ys, 2), la fuerza u en
la direccion de zp, que aqui hard la funcién de control
de traslacién y los torques I'y, I's y I's alrededor de los
ejes principales del cuerpo y hacen posible el control de
orientacion. Finalmente el vector de peso mg.

La dinamica de movimiento de los sistemas tipo VTOL
se obtienen por el formalismo Newton-Euler y la cinematica
de la orientacién utilizando el formalismo de cuaterniones.
El modelo completo del sistema es dado por

ﬁ: 177
Sp={ . B 0 (19)
mv = —mg + R(¢797¢) 0 )
u
T

J(IJ' == _(IJ' X J(IJ’+F(1’2’3),

donde p' y ¥ son los vectores de posicion y velocidad
lineales, m es la masa del vehiculo, ¢ la aceleraciéon de
caida libre, R(¢,0,) es la matriz de rotacién, en funcién
de los angulos de Cardan, que expresa al vector de fuerzas
en el sistema de referencia inercial y estd dada en (18). ¢ y
& son el cuaternidn y la velocidad angular respectivamente,
J es la matriz de inercia del vehiculo. u es la fuerza en
la direccién zp, en este caso juega el papel de control de
traslacion. I'(; 5 3) son los torques de control de orientacion.
Estos tltimos y w representan las cuatro entradas de control

(18) del sistema.
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IV. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema consiste en disefiar una ley de control que
bajo la configuracién “lazo interno-lazo externo” (inner-
outer loop) y teniendo resuelto el problema del control de
orientacion, logre estabilizar en la posicion de coordenadas
(0,0,0) a un vehiculo aéreo tipo VTOL. En otras palabras,
se trata de encontrar una ley de control que, una vez estabi-
lizada la orientacion del vehiculo, esto es: limi—, o (R, &) =
(Rg, 6), sea capaz de estabilizar la posicion de la aeronave
al origen del marco de referencia, es decir: lim;—, o (9, ¥) =
(6, 6) y adicionalmente pueda mantenerlo en esa posicion
aun bajo la accién de perturbaciones del medio ambiente.

V. CONTROL DE ORIENTACION Y POSICION

Considere las Ecuaciones (19) y (20), este sistema
pertenece a los sistemas en cascada, expresados en for-
ma general como en (Isidori, 1999), donde la dindmica
traslacional (Ecuaciones (19)), depende de la rotacional
(Ecuaciones (20)) pero la dindmica rotacional no depende
de la traslacional. Esta propiedad se explotara para disefiar
la ley de control.

V-A. Control de orientacion

Para resolver el problema del control de orientacién del
vehiculo se considera la siguiente combinacién de resul-
tados presentados en (Guerrero et al., 2008) y la parte
referente a la suma de un torque deseado propuesta en
(Cordova et al., 2008), con el fin de tener en cuenta las
velocidades angulares deseadas en el movimiento rotacional
del vehiculo, entonces se tiene

Proposicion 1: Considere la dindmica rotacional de los
vehiculos VTOL descrita por las Ecuaciones (20) con las
siguientes entradas de control ' = (I'; T'y T'3)7 tales que

We

KWe )
I'j = —satp, < p'J + Slgﬂ(QeO)quj) +Tq, 21
g

donde j € {1,2,3} con satp, funciones de saturacién
definidas en (5). T'; representa las cotas fisicas del torque
I';, k es un pardmetro real tal que 0 < x < min;T;/2.
pj son pardmetros reales estrictamente positivos. we Y ¢e
representan el error de velocidad angular y orientacién
entre la velocidad angular actual y la deseada y entre la
orientacion actual y la deseada, respectivamente. El término
I'y4 tiene la siguiente forma

Ty = J&q+ &g x J&a, (22)

donde J es la matriz de inercia del vehiculo y &y se calcula
a partir de

Wa, 1 0 —send bq
Wy, =| 0 cos¢p cosf senp 6q |,
Wy 0 —sen¢ cos# cos¢p 0

(23)
con gf)d y éd la derivada de los angulos deseados ¢g4 y 64
definidos mas adelante en el control de traslacion.
Entonces las entradas (21) estabilizan global y asintética-
mente el vehiculo al origen (qgg = +1, =gy y & = Jg).
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Demostracion. La demostracién se lleva a cabo medi-
ante el mismo razonamiento de la prueba presentada en
(Guerrero et al., 2008), utilizando una funcién de Lyapunov
de la forma

1

Ry
V =—-d; J&,,

: 24)

con We = &0 — Wy.
V-B. Diserio del control de posicion

Las Ecuaciones (19) describen el movimiento de
traslacion de los vehiculos tipo VTOL y serd usada para
disefiar la ley de control de posicién. El modelo (19) se lleva

a una forma mas sencilla de trabajar, asi una representacion
en componentes vectoriales tiene la forma

Do Vg

py = Uy s (25)
Dz vy

Uy —=-senf)

Uy = “seng cost , (26)
U, +-cosg cost) — g

este ultimo sistema se puede llevar a una forma adecuada
para describir el movimiento en cada una de las coorde-
nadas, con lo que se obtienen 3 dobles integradores de la
forma

P1=Dp2

Y], u 27
po = ——senf
. m
b3 = D4

by 28

Y1 pa = Esend) cosf (28)

. m
b5 = Ds

X, (29)

Pg = Ecosqb cosf — g
m
donde p = (p1,p2,P3,P4,P5,06) = (D> Va, Dy» Vy, Dz Vz)
es el estado del subsistema que representa la dindmica de
traslacion. Entonces ¢ y 6 serdn considerados controles
virtuales (Olfati-Saber, 2001), (Zavala et al., 2003), que en
conjunto con u controlardn los subsistemas (27)-(29). En
principio, suponga que existe un control que lleva a ¢ y 6
—r

a angulos deseados dados por
(30)
\/7”%+7'§+(7“3+9)2> .

T2

:= arctan ,

g (7” 3ty )
04 := arcsen <

donde 71, r2 y r3 se definirdn posteriormente. Note que

para ¢4 v 64 representados en (30), se cumple que

sen ¢g = >

Vs +(rs+9)

_ r3+g

COS g = A

V73 +(rs +g)

0 —ry 31

sen vy = )

Vit 15+ (rs +g)?

3 2

cos Oy = ry+(rs +9)

Vi + 13+ (s +g)%
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de esta manera, la entrada de control

u=m/r? + 75+ (r3 + g)2, (32)

con ¢ = ¢gq y 0 = 0, transforma los subsistemas (27)-(29)

en .
s, T (33)
pP2="
s, T (34)
P4 =T2
I R (35)
Ps = T3

Los dngulos ¢4 y 64 seran alcanzados por el sistema
utilizando la ley de control de la Proposicién 1. Note que
u serd siempre positiva, ademds deberd cumplirse que u >
mg, a fin de compensar el peso de la aeronave.

V-B.1. Control de posicion: Puesto que las cadenas de
integradores (33), (34) y (35) tienen la misma forma, se
puede proponer un control para cada una de ellas de la
forma mostrada en (3), la propuesta de ley de control se
puede establecer en el siguiente lema:

Lema 1: Considere la dindmica del sistema expresado
por las Ecuaciones (33)-(35), y considere las leyes de
control con entradas acotadas

T = —0 {@SfﬂM1 [ (a1p1 + pa)] + arsat,, [%1(102)]} ;
T2 1= —02 {bzsatMl[ﬁg(b1P3‘+’P4)]4*blsaﬁul[§;(P4)]},
vy = —0s {CQSatMl [ (c1ps + po)] + casaty,, [ais(pﬁ)]} :
donde sat, () estd definida en (5), con M; = 1.

b(1,2);¢(1,2) > 0 son pardmetros de sintonizacion definidos
como en la Ecuacién (2) y los o; dados por

o1 =71/(a1 + a2),
o9 =Ta/(b1 + b2),
o3 =r73/(c1 + c2),

(37

Entonces las leyes de control (36) estabilizan exponen-
cialmente a los sistemas (33)-(35) a los puntos de origen
(p1,p2) = (0,0), (p3,pa) = (0,0) y (ps,ps) = (0,0).

La prueba del Teorema (1) también aplica en estos casos.
Un esquema grafico completo del sistema y el control
acoplado se muestra en la Figura 2.

VL

Para probar la efectividad de las leyes de control im-
plementadas para los sistemas VTOL, se hicieron distintas
pruebas en simulacién para el caso especifico de una mini
nave aérea de cuatro rotores conocida como Quadrotor,
utilizando el software herramienta MATLAB/Simulink. Los
valores de los parametros del modelo utilizado en la
simulacién son: m = 400gr, max|I'1 2| = 2,02N - m,

RESULTADOS
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Conversionde qd
4nguloa
cuaternion

! Control

: de
traslacion

Control
de
Orientacion

deseada

Conversionde
cuaternién
a dngulo

|

Figura 2. Esquema completo del sistema y el control.

max|['s| = 0,75N - m, max|u] = 7N. Ademds se usaron
los valores 77 = 79 =73 =4, a1 = b = ¢ =25y
g = b2 = Cg = 2,4.

El escenario simulado representa una situacion fisica en
la cual el Quadrotor ha sido perturbado por una corriente de
aire que lo ha puesto en las siguientes condiciones iniciales:

B(to) = —25°, 0(to) = 30°, ¥(tg) = —10°,
wi(to) =55 24 wo(ty) = —30 "4 ws(ty) =8 44,
pz(to) = 3 m, py(to) = =5 m, p=(to) =4 m,
va(to) =55, wy(to) =7 %, v, (to) = —4 ™.

Las graficas en la Figura 3 muestran la fuerza de sus-
tentacion y control de traslacién u, los torques de control
T'1 2,3 aplicados para estabilizar la aeronave y luego ori-
entarla de tal forma que alcance la posicién del origen
de coordenadas, y finalmente los valores de los dngulos
de Cardan. Se debe mencionar que, aunque la simulacién
del movimiento se realiza utilizando el cuaternién, aqui se
muestran los angulos de Carddn para tener una mejor
comprensién del fendmeno. La Figura 4 muestra el com-
portamiento del vehiculo en su movimiento de traslacién en
cada uno de los ejes de coordenadas asi como la evolucién
de las velocidades del vehiculo. Se puede observar que el
control cumple su funcién de estabilizar al sistema en el
origen de coordenadas.

VIL

La ley de control propuesta para la traslacién de vehicu-
los aéreos tipo VTOL, acoplado a una ley de control
de orientacién efectiva, muestra un buen desempefio en
simulacién, tomando en cuenta que ambas son no lineales.
Se han usado funciones de saturacién con el fin de tomar
en cuenta los limites aceptables en las sefiales de entrada
del sistema simulado. En conjunto se tiene una ley de
control simple la cual puede ser implementada en sistemas
empotrados, donde la capacidad de célculo es reducida.
Aunque la prueba de convergencia de cada una de las leyes
de control se realiza en el sentido de Lyapunov, aun queda
probar la estabilidad del sistema completo.
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